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Le proble`me
de
Brill-Noether
pour des fibre´s stables
de petite pente.
Introduction
Tout au long de ce travail, nous conside´rons que C est une courbe alge´brique
lisse de genre g sur un corps alge´briquement clos de caracte´ristique 0.
Le proble`me de Brill-Noether consistait a` l’origine a` de´terminer a` quelles
conditions il existe un fibre´ vectoriel en droites L sur C, de degre´ d et posse´dant k
sections globales inde´pendantes. On obtenait ainsi un morphisme de la courbe C
dans l’espace projectif Pk−1 et la re´solution du proble`me de Brill-Noether dans
ce cas a permis de faire conside´rablement avancer la classification des courbes
et l’e´tude de la varie´te´ de modules de courbes Mg. Les premiers re´sultats
remontent a` la fin du sie`cle dernier. On trouve une approche moderne de ce
proble`me avec une de´monstration de tous les the´ore`mes connus dans l’ouvrage
de Arbarello, Cornalba, Griffiths et Harris (cf [A-C-G-H]).
Avec l’apparition des varie´te´s de modules Un,d (resp. U˜n,d) de fibre´s vectoriels
stables (resp. semi-stables) de rang n et de degre´ d, le proble`me de Brill-Noether
se ge´ne´ralisait: a` quelles conditions existe-il des fibre´s stables de rang n de degre´
d posse´dant k sections globales inde´pendantes?
En ge´ne´ralisant les constructions faites dans le cas des fibre´s en droites, on est
amene´ a` poser (voir le chapitre 1):
W k−1n,d := {E ∈ Un,d | h
0(E) ≥ k}
W˜ k−1n,d := {[E] ∈ U˜n,d | h
0(grE) ≥ k} .
L’apparition de l’exposant k−1 est due au cas des fibre´s en droites: on cherchait
un morphisme C → Pk−1. Mais pour les fibre´s de rang supe´rieur, cette notation
est particulie`rement malheureuse.
On donne a` W k−1n,d (resp. W˜
k−1
n,d ) une structure de sous-sche´ma ferme´ de Un,d
(resp. U˜n,d) (cf [L], [A-C-G-H] ou [B-G-N]). Le proble`me de Brill-Noether
consiste alors a` trouver quand ces espaces sont vides, quelle est leur dimension,
s’ils sont irre´ductibles etc...
Il re´sulte de la construction que si W k−1n,d 6= ∅ et si W
k−1
n,d 6= Un,d, alors on sait
que
dim
(
W k−1n,d
)
≥ ρ(g, d, n, k− 1) = n2(g − 1) + 1− k(k − d+ n(g − 1))
Jusqu’au de´but des anne´es 90, nous avions tre`s peu de re´sultats (cf [Se])
pour les fibre´s de rang supe´rieur a` un. Monserrat Teixidor i Bigas de´montre
en 1991 un the´ore`me qui donne une solution assez ge´ne´rale au proble`me (cf
[Te1] ou the´ore`me B-2 du Chap. 1). Ce the´ore`me est encore aujourd’hui le
re´sultat le plus ge´ne´ral que nous posse´dons. Cependant il n’est pas entie`rement
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satisfaisant: il n’est valable que pour une courbe ge´ne´rique (dans un sens tre`s
vague) et des re´sultats plus re´cents montrent qu’il ne donne pas une solution
optimale. En 95, Brambila-Paz, Grzegorczyk et Newstead (cf [B-G-N] ou
the´ore`me B-4 du chap. 1) donne une solution au proble`me pour toutes les
courbes si d
n
≤ 1.
Ce travail consiste en fait a` ge´ne´raliser ce the´ore`me au cas des fibre´s stables de
pente 1 < µ < 2. Nous nous inspirons tre`s largement des ide´es contenues dans
[B-G-N] pour de´montrer le the´ore`me suivant:
The´ore`me: Soit C une courbe lisse. On suppose que 1 < d
n
< 2. Alors les
espaces de Brill-Noether W k−1n,d sont non-vides si et seulement si
k ≤ n+
1
g
(d− n)
et alors toutes les composantes irre´ductibles de W k−1n,d sont de dimension exacte-
ment ρ(g, d, n, k− 1).
Pour de´montrer ce the´ore`me, nous commenc¸ons dans le chapitre 2 par e´tudier
les fibre´s vectoriels engendre´s par leurs sections: si F est un fibre´ vectoriel de
rang l et de degre´ d engendre´ par ses sections, alors on note D(F ) le dual du
noyau du morphisme d’e´valuation:
O−−−−→D(F )∗−−−−→H0(F )⊗O−−−−→F−−−−→0
Nous obtenons que si F est stable de rang l et de pente d
l
> 2g, D(F ) est un
fibre´ stable de rang n = d − gl et de degre´ d posse´dant n + l sections globales
inde´pendantes. La condition d
l
> 2g implique que d
n
< 2. On obtient un
isomorphisme
Wn+l−1n,d ≃ Ul,d,
ceci donne un plongement
Ul,d →֒ Ud−gl,d.
A notre connaissance, l’existence de tels morphismes entre des varie´te´s de
modules de fibre´s stables e´taient inconnus jusque la`: nous y consacrerons
ulte´rieurement une e´tude.
De plus, Paranjape et Ramanan (cf [P-R]) ont montre´ que si K est le fibre´
canonique, alors D(K), que nous noterons EK , est un fibre´ stable si la courbe
C est non-hyperelliptique (semi-stable sinon). On en de´duit la non-existence de
fibre´ stables de pente < 2 avec k > n + 1
g
(d − n). Nous pre´ciserons quelques
proprie´te´s remarquables de ce fibre´.
Le chapitre 3 est le chapitre technique de ce travail: le chapitre 2 donne
l’existence de fibre´s stables tels que le rang et le degre´ ve´rifient d − n = gl; il
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reste donc a` traiter le cas des fibre´s de rang n et de degre´ d tels que d− n n’est
pas divisible par g. Nous sommes conduits a` faire des calculs de parame`tres un
peu lourds et complexes, mais nous n’avons pas trouve´ d’e´chappatoire.
Notons que ce the´ore`me montre en fait que si d
n
≥ 1, k
n
≤ 1 et ( d
n
, k
n
) 6= (a, 1)
avec a un entier, alors W k−1n,d est non vide.
Je remercie J.M. Drezet, I. Grzegorczik, Y. Laszlo, P. E. Newstead et C. Sorger
pour m’avoir soutenu dans mon travail.
Chapitre 1: Le proble`me de Brill-Noether
Dans ce chapitre nous de´finissons les espaces de Brill-Noether (partie A), puis
nous donnons un panorama des diffe´rents re´sultats connus jusqu’a` aujourd’hui
(partie B).
A- Les espaces de Brill-Noether
Soit C une courbe alge´brique lisse de genre g ≥ 2 sur un corps alge´briquement
clos de caracte´ristique 0.
Notations: On notera O = OC le fibre´ trivial, K le fibre´ canonique sur C, et
Lk = L⊕· · ·⊕L (resp. L⊗k = L⊗· · ·⊗L) la somme (resp. le produit tensoriel)
de k fois le fibre´ L.
Un gkd est un fibre´ vectoriel en droites de degre´ d posse´dant k + 1 sections
globales inde´pendantes.
Si E est un fibre´ vectoriel alge´brique de rang n et de degre´ d sur C, µ(E) = d
n
est la pente de E.
Si F est un fibre´ vectoriel sur C, on notera nF et dF le rang et le degre´ de F .
De plus, on notera D(F ) le dual du noyau du morphisme d’e´valuation de F :
D(F ) = Ker
(
ev : H0(F )⊗O −→ F
)∗
.
On pose hi(E) = dimHi(E).
On rappelle qu’un fibre´ E sur C est dit stable (resp. semi-stable) si pour tout
sous-faisceau propre F de E on a µ(F ) < µ(E) (resp. µ(F ) ≤ µ(E)).
Tout fibre´ E semi-stable admet une filtration
0 = E0 ⊂ · · · ⊂ Ep = E
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telle que Ej/Ej−1 est stable et µ(Ej/Ej−1) = µ(E) pour 0 < j ≤ p. Le
fibre´ gradue´ associe´ ⊕jEj/Ej−1 est appele´ le gradue´ de E et est note´ grE.
La filtration sera appele´e filtration de Harder-Narasimhan. Pour les fibre´s non
semi-stables on a une filtration analogue ou` les quotients sont suppose´s semi-
stables de pentes strictement de´croissantes. Cette filtration sera aussi appele´e
filtration de Harder-Narasimhan.
On note Un,d (resp. U˜n,d) la varie´te´ de modules des fibre´s vectoriels stables (resp.
semi-stables) de rang n et de degre´ d sur C. Les points de Un,d sont les classes
d’isomorphisme de fibre´s stables tandis que les points de U˜n,d repre´sentent les
classes d’e´quivalences de fibre´s semi-stables, ou` E ∼ F si et seulement si leurs
gradue´s grE et grF sont isomorphes (cf [Se] ou[L]) . On notera [E] la classe
d’e´quivalence contenant E.
Les espaces de Brill-Noether: Les espaces de Brill-Noether W k−1n,d et W˜
k−1
n,d
sont de´finis en tant qu’ensembles par:
W k−1n,d := {E ∈ Un,d | h
0(E) ≥ k}
W˜ k−1n,d := {[E] ∈ U˜n,d | h
0(grE) ≥ k}
On donne a` W k−1n,d (resp. W˜
k−1
n,d ) une structure de sous-sche´ma ferme´ de Un,d
(resp. U˜n,d) (cf [L], [A-C-G-H] ou [B-G-N]). Le proble`me de Brill-Noether
consiste a` trouver quand ces espaces sont vides, quelle est leur dimension, s’ils
sont irre´ductibles etc...
Il re´sulte de la construction que si W k−1n,d 6= ∅ et si W
k−1
n,d 6= Un,d, alors:
- toute composante irre´ductible W de W k−1n,d ve´rifie
dim
(
W
)
≥ ρ(g, d, n, k− 1) = n2(g − 1) + 1− k(k − d+ n(g − 1))
- son espace des points singuliers SingW k−1n,d ve´rifie
W kn,d ⊂ SingW
k−1
n,d
- son espace tangent en un point E tel que h0(E) = k est le noyau du
morphisme
p∗ : Ext1(E,E)−−−−→H0(E)∗ ⊗H1(E)
dual du morphisme de Petri
p : H0(E)⊗ H0(E∗ ⊗K)−−−−→H0(End(E)⊗K)
donne´ par la multiplication des sections.
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On de´duit de cette dernie`re proprie´te´ que si le morphisme de Petri est injectif en
un tel point E, alorsW k−1n,d est lisse en ce point et que la composante irre´ductible
contenant E est de dimension ρ(g, d, n, k− 1).
On ne sait pas en ge´ne´ral quand W k−1n,d est non vide, irre´ductible et quand le
morphisme de Petri est injectif. On sait encore moins de choses sur W˜ k−1n,d . En
fait, W˜ k−1n,d n’est meˆme pas la cloˆture de W
k−1
n,d dans U˜n,d (cf [B-G-N]).
Il est coutume de poser µ = d
n
et λ = k
n
. L’ide´e est due a` A. King. Ceci permet
de se ramener a` un proble`me a` deux variables (µ et λ) au lieu des trois variables
d, n et k et donne une certaine analogie avec le cas des fibre´s en droites, comme
nous le verrons par la suite. De plus, les re´sultats vont pouvoir s’interpre´ter
sur des graphiques (µ en abscisse et λ en ordonne´e). Si E est un fibre´ sur C
de rang n et de degre´ d posse´dant k sections globales inde´pendantes, on associe
a` E le point de coordonne´es ( d
n
, k
n
), et le proble`me de Brill-Noether devient:
en un point de coordonne´es ( d
n
, k
n
) existe-t-il des fibre´s E de rang n, de degre´
d posse´dant k sections globales inde´pendantes? Et quelle est la structure de
l’espace de Brill-Noether W k−1n,d constitue´s par tous ces fibre´s?
Les the´ore`mes de Riemann-Roch et de Clifford permettent de de´gager une zone
ou` le proble`me n’est pas trivial (cf figure a):
The´ore`me de Riemann-Roch: Soit E un fibre´ vectoriel de degre´ d et de
rang n sur C, alors h0(E)− h1(E) = d+ n(1− g). D’ou` h0(E) ≥ d+ n(1− g)
ou encore λ ≥ µ+1− g. Donc en dessous de la droite λ = µ+1− g, les espaces
de Brill-Noether sont les espaces Un,d tout entiers.
The´ore`me de Clifford: Soit E un fibre´ semi-stable de rang n et de degre´ d
sur C, tel que 0 ≤ µ(E) ≤ 2g − 2. Alors on a
h0(E) ≤ n+
d
2
.
Or, k ≤ n+ d2 ⇔ λ ≤ 1+
µ
2 . Donc au-dessus de la droite d’e´quation λ = 1+
µ
2 ,
les espaces de Brill-Noether sont vides.
Notons que l’on trouve une de´monstration du the´ore`me de Clifford par G. Xiao
dans [B-G-N] hormis la de´monstration des cas d’e´galite´ que l’on peut lire dans
un article de R. Re (cf [Re]). Dans cet article l’auteur pre´cise le the´ore`me de
Clifford. Nous donnons ici une version simplifie´e des diffe´rents the´ore`mes:
A-1 The´ore`me: Soit C une courbe non-hyperelliptique et soit E un fibre´
vectoriel semi-stable de rang n et de degre´ d tel que 1 < µ(E) < 2g − 2. Alors
on a
h0(E) ≤
d+ n
2
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qui peut aussi s’e´crire λ ≤ µ+12 .
D’autre part, il est clair qu’un fibre´ semi-stable de degre´ ne´gatif n’a pas de
sections globales. Donc on peut se restreindre a` µ > 0 et bien suˆr a` λ ≥ 0. De
plus, si E est un fibre´ semi-stable de pente µ > 2g−2, H1(E) = H0(E∗⊗K) = 0
puisque la pente de E∗ ⊗K est strictement ne´gative. D’apre`s le the´ore`me de
Riemann-Roch on obtient dans ce cas H0(E) = d−n(g−1). Donc si µ > 2g−2
tous les fibre´s se trouvent sur la droite de Riemann-Roch λ = µ− g + 1.
On de´duit de ce qui pre´ce`de une premie`re zone de´limite´e par la droite de
Riemann-Roch, celle de Clifford, les axes et la droite µ = 2g − 2 (cf figure
a). La droite de Re n’intervient que pour le cas non-hyperelliptique. En dehors
de cette zone, les espaces de Brill-Noether sont soit vides soit la varie´te´ de
modules Un,d toute entie`re.
Enfin, pour que W k−1n,d soit non vide, on peut escompter que sa dimension
the´orique, ρ(g, d, n, k− 1) = n2(g − 1) + 1− k(k − d+ n(g − 1)), soit positive.
En fait cette ine´galite´ ne s’exprime pas qu’en fonction des variables µ et λ et
dans la pratique l’ine´galite´ ρ(g, d, n, k − 1) ≥ 1 a un roˆle essentiel. De´ja` elle
s’exprime parfaitement avec les seules variables µ et λ:
ρ(g, d, n, k− 1) ≥ 1⇔ 1
n2
(
ρ(g, d, n, k− 1)− 1
)
≥ 0
et
1
n2
(
ρ(g, d, n, k− 1)− 1
)
= g − 1− k
n
(
k
n
− d
n
+ g − 1
)
= g − λ(λ− µ+ g − 1)− 1
Donc
ρ(g, d, n, k− 1) ≥ 1⇔ ρ(g, µ, 1, λ− 1) ≥ 1
On appelle la courbe d’e´quation ρ(g, µ, 1, λ−1) = 1, la courbe de Brill-Noether.
Cette e´quation est note´e dans de nombreux articles ρ˜ = 0. L’e´quivalence ci-
dessus montre que l’existence d’un fibre´ stable de pente d
n
avec k sections est
lie´e a` l’existence de fibre´s en droites de ”degre´” µ avec λ sections (il faudrait que
ces valeurs soient entie`res): c’est dans ce sens qu’il faut comprendre le the´ore`me
de Teixidor (the´ore`me B-2 de ce chapitre).
Sous cette courbe les espaces de Brill-Noether sont escompte´s eˆtre non vides (cf
figure a).
Remarquons ici que le the´ore`me de Riemann-Roch et la dualite´ de Serre
impliquent une certaine syme´trie dans le graphique: si E de pente µ a k sections,
alors h0(K ⊗E∗) = h1(E) = k+n(g− 1)− d. Donc si E correspond a` un point
(µ, λ), alors K ⊗ E∗ se place en (2g − 2 − µ, λ + g − 1 − µ). Il suffit donc de
traiter le cas 0 ≤ µ ≤ g − 1, le reste se de´duisant par syme´trie.
Le proble`me de Brill-Noether se rame`ne ainsi a` l’e´tude de la re´gion que l’on a
de´gage´e pre´ce´demment et il faut de´terminer pour quels triplets (n, d, k) de cette
re´gion (et pour quelles courbes!) on a bien:
- W k−1n,d (resp. W˜
k−1
n,d ) est non vide
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- W k−1n,d (resp. W˜
k−1
n,d ) est irre´ductible, de dimension ρ(g, d, n, k− 1).
- Le lieu des points singuliers de W k−1n,d ve´rifie
SingW k−1n,d =W
k
n,d
Ceci a fait l’objet de nombreux articles et l’on posse`de de´ja` un certain nombre
de re´sultats. Nous en donnons un panorama dans la partie suivante.
B- Panorama des re´sultats connus
Pour les fibre´s en droites, la situation est particulie`rement satisfaisante. Tous
les re´sultats se trouvent dans [A-C-G-H] chap.V et sont dus a` une liste
impressionnante de mathe´maticiens. Les principaux re´sultats dont nous aurons
besoin par la suite peuvent se mettre sous la forme du the´ore`me suivant:
B-1 The´ore`me: Si C est une courbe alge´brique lisse de genre g et si
ρ(g, d, 1, k − 1) ≥ 0, alors W k−11,d 6= ∅. Si C est une courbe alge´brique lisse
ge´ne´rique de genre g, alors
W k−11,d 6= ∅ ⇔ ρ(g, d, 1, k− 1) ≥ 0
et si ρ(g, d, 1, k − 1) ≥ 1, on a dimW k−11,d = ρ(g, d, 1, k − 1) ainsi que
SingW k−11,d = W
k
1,d.
Pour les fibre´s de rang supe´rieur, le the´ore`me le plus ge´ne´ral que nous connais-
sons est duˆ a` M. Teixidor i Bigas (cf [Te-1] 1990). La formulation en e´tait
fort complexe et n’a e´te´ ”simplifie´e” que ulte´rieurement (Grzegorczyk, King,
Newstead...) avec l’introduction des parame`tres λ et µ. Ici, nous en donnons
une version plus courte, mais comple`te graˆce a` la syme´trie de Riemann-Roch
signale´e a` la fin de la partie A (cf figures b et c):
B-2 The´ore`me: Soit C une courbe lisse ge´ne´rique.
Si pour des valeurs entie`res λ0 et µ0, ρ(g, µ0, 1, λ0 − 1) > 1, alors pour toutes
valeurs µ = d
n
≥ µ0 et λ =
k
n
≤ λ0, W
k−1
n,d (resp. W˜
k−1
n,d ) est non vide et posse`de
une composante irre´ductible de la bonne dimension.
Si ρ(g, µ0, 1, λ0 − 1) = 1, l’assertion est encore vraie, sauf pour µ = µ0 ou` l’on
doit se restreindre aux fibre´s semi-stables.
La de´monstration de Teixidor utilise des techniques de de´ge´ne´ration de courbes.
Elle construit une varie´te´ de modules Un,d (resp. U˜n,d sa compactification) de
familles de fibre´s vectoriels stables (resp. semi-stables) de rang n et de degre´ d
indexe´e par une famille de courbes ”locale”: on conside`re une famille projective
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et plate de courbes π : X → S avec X lisse et S le spectre d’un anneau
de valuation discre`te (complet ou Hense´lien cf [E-H-1] p. 347 et suivantes)
telle que la fibre ge´ne´rique soit non singulie`re et la fibre spe´ciale n’ait comme
singularite´ que des points doubles ordinaires. Une famille de fibre´s stables (resp.
semi-stables) est alors un faisceau cohe´rent sur X tel que sa restriction a` la fibre
ge´ne´rique soit un fibre´ stable (resp. semi-stable) et que sa restriction a` la fibre
spe´ciale soit un faisceau de profondeur 1 b-stable (resp. b-semi-stable) (cf [Se]
Chap. 7). Ceci ne´cessite de polariser la courbe spe´ciale puisqu’elle n’est pas
lisse. La construction ne diffe`re alors en rien de celle donne´e dans [Se ] Chap. 8.
Puis elle suppose que la fibre spe´ciale T est compose´e d’une courbe rationnelle
lisse intersecte´e par g courbes elliptiques. La partie technique est alors de donner
des conditions pour qu’un fibre´ b-stable sur T avec k sections se prolonge en
une famille de fibre´s sans perdre de sections. C’est en fait la ge´ne´ralisation des
se´ries line´aires limites introduites par Eisenbud et Harris (cf [E-H-1-2-3]).
Notons que la varie´te´ de modules U˜n,d e´tant projective, un fibre´ semi-stable Fg
sur la fibre ge´ne´rique se prolonge en un faisceau F sans torsion sur X tel que sa
restriction F0 a` la fibre spe´ciale soit un faisceau de profondeur 1. Aux points
singuliers, F0 peut ne pas eˆtre localement libre. Il faut alors utiliser des blowing
up pour obtenir un fibre´ au-dessus de la courbe spe´ciale. Mais si l’on suppose
que la courbe spe´ciale est lisse, F0 est imme´diatement un fibre´ et le the´ore`me
de semi-continuite´ implique que h0(F0) ≥ h
0(Fg) (cf [H] the´ore`me 12.8 p. 288).
On en de´duit le lemme suivant:
B-3 Lemme: Soit g, n, d, k des entiers tels que, pour une courbe lisse ge´ne´rique
de genre g, il existe un fibre´ semi-stable E de rang n, de degre´ d et posse´dant
au moins k sections globales. Alors l’existence d’un tel E est vraie pour toutes
les courbes lisses.
De´monstration: Il faut alors comprendre le terme ge´ne´rique comme ”il existe
un ouvert V de la varie´te´ de modules de courbes Mg tel que sur toute courbe
lisse dans V il existe un bon fibre´”. Soit C une courbe lisse, alors il existe une
famille projective et plate de courbes π : X → S comme ci-dessus telle que la
fibre ge´ne´rique ge´ome´trique soit dans V et la fibre spe´ciale e´gale a` C. Alors le
fibre´ semi-stable E sur la fibre ge´ne´rique se prolonge a` X pour donner un fibre´
semi-stable sur la courbe C et il posse`de au moins autant de sections globales
que E. ♦
Ce lemme est faux pour les fibre´s stables: la varie´te´ Un,d n’est pas compacte.
Le lemme A-3 du chapitre 2 (cf plus loin) montre par exemple que pour C non-
hyperelliptique il existe un fibre´ stable, note´ EK , de rang g− 1 de degre´ 2g − 2
posse´dant g sections globales alors que si la courbe est hyperelliptique, il n’existe
que des fibre´s semi-stables non stables qui posse`dent au moins g sections. Ce
cas n’est pas unique.
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L’existence de fibre´ stables dans le the´ore`me de Teixidor, comme on vient de le
voir, n’est valable que pour une courbe ge´ne´rique. Par contre, pour les fibre´s
de petite pente, de pente ≤ 1, on trouve une description pre´cise et valable pour
toutes les courbes des espaces de Brill-Noether de fibre´s stables. Le the´ore`me
suivant est de´montre´ dans [B-G-N] (cf graphique d):
B-4 The´ore`me: Soit C une courbe lisse. On suppose que 0 ≤ d
n
≤ 1.
W k−1n,d est non vide si et seulement si
d > 0, n ≤ d+ (n− k)g et (n, d, k) 6= (n, n, n)
et alors W k−1n,d est irre´ductible de la bonne dimension et ve´rifie
SingW k−1n,d =W
k
n,d
W˜ k−1n,d est non vide si et seulement si(
d = 0 et k ≤ n
)
ou
(
d > 0 et n ≤ d+ (n− k)g
)
et alors W˜ k−1n,d est irre´ductible.
L’ine´galite´ n ≤ d + (n − k)g peut s’e´crire 1 ≤ µ + g(µ − λ), ou encore
λ ≤ 1 + 1
g
(µ − 1). On notera ∆ la droite d’e´quation λ = 1 + 1
g
(µ − 1). La
droite ∆ est en fait la tangente a` la courbe de Brill-Noether ρ(g, µ, λ, k−1) = 1
au point (1, 1). Pour 0 ≤ µ ≤ 1, les espaces de Brill-Noether correspondants a`
des points au-dessus de cette droite sont vides.
De plus, la clef de vouˆte de la de´monstration est: si E est un fibre´ semi-stable de
pente ≤ 1 avec k sections globales inde´pendantes, alors il peut s’e´crire comme
une extension de fibre´s
0−−−−→Ok−−−−→E−−−−→F−−−−→0 .
Et on ve´rifie que ces extensions sont parame´tre´es par une varie´te´ irre´ductible de
dimension attendue (aux automorphismes pre`s de Ok). On voit que ce the´ore`me
donne une solution comple`te pour les courbes de genre 2 grace a` la syme´trie
de Riemann-Roch (cf figure e). C’est la raison pour laquelle dans les chapitres
suivants, nous supposerons que g ≥ 3, meˆme si les re´sultats restent le plus
souvent valables dans le cas g = 2.
En fait, le travail qui suit a pour objet principal de montrer que l’ine´galite´
ci-dessus est encore valable pour une pente µ comprise entre 1 et 2 (cf figure f).
Il existe de nombreux autres re´sultats moins ge´ne´raux comme par exemple:
- Si 0 < d ≤ g− 1, W 0n,d est irre´ductible de la bonne dimension (cf [Su]) et
SingW 0n,d = W
1
n,d (cf [L]).
- Le cas des fibre´s de rang 2 est en partie traite´ dans [Su], [Te-2-3] et [T].
- Les varie´te´s W k−13,1 et W
k−1
3,2 sont de´crites dans [B-N].
L’e´tude de ces cas particuliers fait apparaˆıtre que W k−1n,d peut avoir une dimen-
sion plus grande que ρ, peut ne pas eˆtre re´duit et avoir un lieu de singularite´
distincts de W kn,d, et ceci meˆme pour C ge´ne´rique.
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Chapitre 2: La droite ∆
Nous montrons dans ce chapitre que pour une pente µ, 1 < µ < 2, les
varie´te´s de Brill-Noether W˜ k−1n,d sont vides si le point de coordonne´es (
d
n
, k
n
)
se trouve au dessus de la droite ∆. De plus, pour tout point ayant un sens
sur cette droite, nous donnons une description comple`te des espaces de Brill-
Noether correspondants. Il re´sulte de la partie B que les points sur la droite ∆
correspondent a` des fibre´s de rang n de degre´ n + gl posse´dant n + l sections
globales, ou` l est un entier. Dans la partie C nous donnons une description
ge´ne´rale des espaces de Brill-Noether dans le cas ou` ceux-ci sont non-vides. Il
nous restera a` prouver l’existence de fibre´s stables correspondant a` des points
sous la droite ∆ quand d = n + gl + l′ avec 0 < l′ < g. Ceci sera fait dans le
chapitre 3.
La partie A traite la non-existence.
La partie B traite l’existence et de´crit les espaces de Brill-Noether correspon-
dants pour les points qui se trouvent sur la droite ∆.
La partie C pre´cise la structure des espaces de de Brill-Noether pour d
n
≤ 2.
A- Non-existence de fibre´s stables.
Rappelons tout d’abord que la droite ∆ a pour e´quation λ = 1 + 1
g
(µ− 1). Le
the´ore`me ci-dessous implique qu’au-dessus de cette droite les espaces de Brill-
Noether sont vides.
A-1 The´ore`me: Si E est un fibre´ semi-stable sur C de rang n et de pente µ,
0 < µ = d
n
< 2, alors
h0(E) ≤ n+
1
g
(d− n)
ce qui s’e´crit aussi
λ ≤ 1 +
1
g
(µ− 1)
ou` k = h0(E) et λ = k
n
.
Par la suite, nous aurons besoin d’un re´sultat plus ge´ne´ral. L’hypothe`se de
la semi-stabilite´ du fibre´ E est souvent difficile a` ve´rifier. La proposition ci-
dessous permet de contourner ce proble`me dans certains cas. Le the´ore`me A-1
s’en de´duit imme´diatement.
A-2 Proposition: Soit E un fibre´ vectoriel de rang n et de degre´ d tel que:
- son sous-fibre´ semi-stable maximal est de pente < 2;
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- h0(E∗) = 0.
Alors
h0(E) ≤ n+
1
g
(d− n) (∗∗) .
Nous aurons besoin du lemme suivant qui est duˆ a` Paranjape et Ramanan (cf
[P-R]):
A-3 Lemme: Soit K le fibre´ canonique, alors D(K), le fibre´ vectoriel de
rang g − 1 et de degre´ 2g − 2 dual du noyau du morphisme d’e´valuation
H0(K)⊗O → K:
0−−−−→D(K)∗−−−−→H0(K)⊗O−−−−→K−−−−→0
est stable si la courbe C n’est pas hyperelliptique, sinon on a D(K) ≃ L⊕ · · · ⊕ L
ou` L est l’unique g12 de C. Dans ce cas, D(K) est semi-stable, non stable.
Nous noterons EK , le fibre´ D(K). Enfin, pour les fibre´s de pente 2, on a le
corollaire suivant de la proposition A-2:
A-4 Corollaire: Si E est stable de pente 2, l’ine´galite´ (∗∗) est toujours valable
pour E 6≃ EK et C non hyperelliptique ou E 6≃ L et C hyperelliptique de g
1
2
isomorphe a` L.
De´monstration de la proposition A-2 et de son corollaire: Conside´rons la suite
exacte
0−−−−→E∗K−−−−→H
0(K)⊗O−−−−→K−−−−→0
On tensorise cette suite par un fibre´ E
0−−−−→E∗K ⊗E−−−−→H
0(K)⊗E−−−−→K ⊗ E−−−−→0
pour obtenir une suite exacte longue:
0 −→ H0(E ⊗E∗K) −→ H
0(E)⊗H0(K) −→ H0(E ⊗K)
−→ H1(E ⊗ E∗K) −→ H
1(E)⊗ H0(K) −→ H1(E ⊗K) −→ 0
Supposons que h0(E ⊗ E∗K) = 0 et que h
1(E ⊗ K) = 0. Alors d’une part,
on a h0(E ⊗K) ≥ gk avec h0(E) = k et d’autre part, d’apre`s le the´ore`me de
Riemann-Roch, on a
h0(E ⊗K) = h1(E ⊗K) + n(2g − 2) + d− n(g − 1)
= ng − n+ d
Donc,
kg ≤ ng − n+ d
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d’ou`
k ≤ n+
d− n
g
Ce qui donne en divisant par n et en posant µ = d
n
et λ = k
n
:
λ ≤ 1 +
1
g
(µ− 1)
Ce que nous voulions.
Il reste donc a` montrer que dans les conditions de la proposition on a bien
h0(E ⊗E∗K) = h
1(E ⊗K) = 0.
Si le sous-fibre´ maximal de E est de pente < 2, alors il n’existe pas de morphisme
non nul de EK semi-stable de pente 2 dans E, donc h
0(E∗K ⊗ E) = 0. Si E
est stable de pente 2, le meˆme raisonnement est valable dans les conditions du
corollaire.
D’apre`s le the´ore`me de dualite´ de Serre, on a: h1(E ⊗ K) = h0(E∗). Par
hypothe`se h0(E∗) = 0, ce qui termine la de´monstration. ♦
A-5 Remarque: Supposons d > 0. On a montre´ en fait qu’en un point ( d
n
, k
n
)
au-dessus de la droite ∆, il ne peut exister de fibre´ semi-stable E de rang n,
de degre´ d et posse´dant k sections inde´pendantes que si h0(E ⊗ E∗K) 6= 0 et
que h0(E⊗E∗K) mesure en fait le nombre maximal de sections supple´mentaires
possibles.
Pour majorer le nombre de sections globales ine´pendantes de E, on voit qu’il
sera inte´ressant de majorer h0(E ⊗ E∗K). Dans ce but, on donne pour EK une
sorte de lemme de dualite´ de Serre
A-6 Lemme: Soit E un fibre´ vectoriel, alors H0(E ⊗ E∗K) ≃ H
1(D(E))∗.
De´monstration: On a vu que H0(E ⊗E∗K) est le noyau du morphisme H
0(E)⊗
H0(K) → H0(E ⊗ K) donne´ par la multiplication des sections. Or, la suite
exacte
0−−−−→D(E)∗ ⊗K−−−−→H0(E)⊗K
ev⊗Id
−−−−→E ⊗K
montre que ce noyau est encore isomorphe a` H0(D(E)∗⊗K), ce qui termine la
de´monstration du lemme. ♦
B- Les points de la droite ∆
Un fibre´ vectoriel stable (resp. semi-stable) E de pente µ, 1 < µ < 2
correspondant a` un point sur la droite ∆ doit ve´rifier
kg = d+ n(g − 1)
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On posera avantageusement k = n+ l. Alors
kg = d+ n(g − 1)⇔ g(n+ l) = d+ n(g − 1)⇔ d = n+ gl
De plus, 1 < µ(E) = d
n
= 1 + gl
n
< 2 implique
0 <
gl
n
< 1 ,
ce qui montre que l > 0 et n > gl.
Les espaces de Brill-Noether que l’on se propose de de´crire ici sont doncWn+l−1n,n+gl
(resp. W˜n+l−1n,n+gl), pour l > 0 et n > gl (cf figure f).
Rappelons que si F un fibre´ vectoriel, alors on note
D(F ) = Ker
(
ev : O ⊗ H0(F )−−−−→F
)∗
.
Le the´ore`me suivant donne la description annonce´e:
B-1 The´ore`me: Soit n, l des entiers, l > 0 et n > gl. Alors on a des
isomorphismes
Ul,n+gl
∼
−−−−→Wn+l−1n,n+gl
F 7→ D(F )
et
U˜l,n+gl
∼
−−−−→W˜n+l−1n,n+gl
F 7→ D(F )
De´monstration: On donnera une de´monstration du the´ore`me essentiellement
pour les fibre´s stables. Le cas semi-stable est identique a` quelques de´tails pre`s,
que nous nous efforcerons d’indiquer.
Soit F un fibre´ stable (resp. semi-stable) de degre´ d = n+ gl et de rang l. On a
d
l
= n+gl
l
> 2g, puisque par hypothe`se n > gl, F est engendre´ par ses sections,
h1(F ) = 0 et h0(F ) = d− l(g− 1) = l+ n. On pose E ≃ D(F ). On a une suite
exacte
0−−−−→E∗−−−−→O ⊗ H0(F )−−−−→F−−−−→0 ,
et E est un fibre´ vectoriel de rang n, de degre´ d tel que h0(E) ≥ n + l et
h0(E∗) = 0. De plus, comme n > lg, µ(E) = d
n
= 1 + gl
n
< 2. L’e´nonce´
du the´ore`me est donc cohe´rent. On va d’abord montrer que E est stable
(resp. semi-stable), puis on de´finit le morphisme Ul,n+gl → W
n+l−1
n,n+gl (resp.
U˜l,n+gl → W˜
n+l−1
n,n+gl) et pour terminer on montre que c’est un isomorphisme (la
stabilite´ de E a de´ja´ e´te´ de´montre´e par David Butler (cf [B]).
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Stabilite´ de E: On se restreint maintenant au cas F stable. Supposons que E
n’est pas stable. Soit G un fibre´ quotient de E stable de plus petite pente, on
a une suite exacte
0−−−−→H−−−−→E−−−−→G−−−−→0
ou` H est le noyau. Par de´finition, on sait que µ(G) ≤ µ(E) et donc
µ(H) ≥ µ(E).
D’apre`s la proposition A-2, on sait que
h0(G) ≤ nG +
1
g
(dG − nG) .
Le fibre´ G est engendre´ par ses sections, on peut poser h0(G) = nG + lG, ou` lG
est un entier strictement positif. L’ine´galite´ pre´ce´dente s’e´crit
lG ≤
1
g
(dG − nG)
et donc
dG ≥ nG + glG .
Or dG = d− dH et nG = n− nH . L’ine´galite´ devient
d− dH ≥ n− nH + glG
et avec d = n+ gl
g(l − lG) + nH ≥ dH
⇔
g
nH
(l − lG) + 1 ≥
dH
nH
. (∗)
Par hypothe`se µ(H) ≥ µ(E) = 1 + gl
n
> 1, donc l > lG.
D’autre part le diagramme
0
↓
H
↓
0 −→ F ∗ −→ On+l ≃ H0(F )∗ ⊗O −→ E −→ 0
↓
G
↓
0
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peut se comple´ter en un diagramme commutatif de la manie`re suivante: on a
un morphisme H0(On+l)→ H0(G) qui est la compose´e de H0(On+l) →֒ H0(E)
et de H0(E)→ H0(G). Soit V l’image de ce morphisme; comme On+l engendre
E, on en de´duit que V engendre G et donc que l’on peut e´crire dimV = nG+ l
′
G
avec l′G > 0. De plus V →֒ H
0(G), donc l′G ≤ lG < l. Et le noyau du morphisme
surjectif On+l → V ⊗O est un fibre´ trivial de la forme OnH+l
′
H , c’est un sous-
espace de sections de H0(H). Ce qui donne le diagramme:
0 0 0
↓ ↓ ↓
0 −→ M∗ −→ OnH+l
′
H −→ H
↓ ↓ ↓
0 −→ F ∗ −→ On+l −→ E −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ N∗ −→ O ⊗ V −→ G −→ 0
↓ ↓
0 0
ou` M∗ et N∗ sont les noyaux des morphismes d’e´valuation correspondant
aux espaces de sections. On a l = l′H + l
′
G, et comme lG ≥ l
′
G, on obtient
l′H ≥ l − lG > 0.
De plus, dM ≤ dH : en effet, dH − dM est le degre´ du coker de O
nH+l
′
H → H
et H a pour filtration de Harder-Narasimhan H0 ⊂ · · · ⊂ Hj = H et
µ(Hj/Hj−1) ≥ µ(G); le lemme ci-dessous permet de conlure (la de´monstration
en est triviale):
B-2 Lemme: Soit E un fibre´ vectoriel de filtration de Harder-Narasimhan
0 = E0 ⊂ · · · ⊂ Ep = E. Alors tout fibre´ quotient de E est de pente
≥ µ(Ep/Ep−1).
Retournons au diagramme: F ∗ e´tant stable, on doit alors avoir l’ine´galite´
µ(F ) = d
l
< µ(M) = dM
nM
(notons que M 6≃ 0 car l′H > 0 et M 6≃ F car N
est non nul). Or dM ≤ dH et nM ≥ l
′
H , donc
d
l
< µ(M) ≤ dH
l′
H
. D’ou`, avec
l′H ≥ (l − lG) (cf plus haut),
(l − lG) ≤ l
′
H < dH
l
d
Si l’on introduit cette ine´galite´ dans l’ine´galite´ (∗), on obtient
gl
d
dH
nH
+ 1 >
dH
nH
⇔
1 > (1−
gl
d
)
dH
nH
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Or d = n+ gl, donc 1− gl
d
= n
d
et l’ine´galite´ ci-dessus devient
d
n
>
dH
nH
Ceci contredit l’hypothe`se µ(H) ≥ µ(E). Donc E est stable.
Si F est semi-stable le seul changement qui intervient remplace la dernie`re
ine´galite´ par:
d
n
≥
dH
nH
et E est alors semi-stable.
De´finition du morphisme Ul,n+gl → W
n+l−1
n,n+gl: On conside`re la varie´te´ R
s
qui parame`tre une famille E de fibre´s de rang l et de degre´ n+ gl, et qui sert a`
construire la varie´te´ de modules Ul,n+gl (cf [LP] ou [Se]): le morphisme de´duit
de E
Rs −→ Ul,n+gl
est un bon quotient par un groupe du type PGL(N). Soit π : Rs × C → Rs
la projection. Alors π∗E est un fibre´ vectoriel de rang n + l, et le morphisme
canonique sur Rs × C
π∗π∗E
ψ
−−−−→E
est surjectif. On pose
F = Ker(ψ)∗ .
C’est une famille de fibre´s stables de rang n et de degre´ n+ gl, parame´tre´e par
Rs. On en de´duit un morphisme
Rs−−−−→Un,n+gl
qui est en fait dans Wn+l−1n,n+gl. Ce morphisme e´tant PGL(N) invariant, on en
de´duit un morphisme (cf [M-F]):
Ul,d →W
n+l−1
n,d
Le meˆme raisonnement est valable pour les fibre´s semi-stables et un raison-
nement analogue permettra de de´finir le morphisme inverse.
Le morphisme Ul,n+gl →W
n+l−1
n,n+gl est un isomorphisme: Pour n > gl, on
a donc par de´finition:
Ul,n+gl−−−−→W
n+l−1
n,n+gl
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F 7→ D(F )
Ce morphisme est injectif car si l’on a deux suites exactes
0→ E∗ → O⊗ H0(F )→ F → 0
et
0→ E∗ → O⊗ H0(F ′)→ F ′ → 0
alors h0(E) = n+ l et le dual du noyau du morphisme d’e´valuation
O ⊗ H0(E)→ E → 0
est isomorphe a` F et a` F ′, donc F ≃ F ′.
Pour montrer que ce morphisme est un isomorphisme, il faut montrer que, pour
tout E dans Wn+l−1n,n+gl,
- E est engendre´ par ses sections,
- Le noyau F ∗ du morphisme d’e´valuation On+l → E est stable.
En utilisant les proprie´te´s universelles des diffe´rents sche´mas, le morphisme
re´ciproque est alors donne´ par
E 7→ D(E)
et il en est de meˆme pour les fibre´s semi-stables.
Soit donc E ∈Wn+l−1n,n+gl et supposons que E n’est pas engendre´ par ses sections.
Soit Im le faisceau image du morphisme d’e´valuation
O ⊗ H0(E)−−−−→E
On pose Im ≃ Im′ ⊕ Os ou` h0(Im′∗) = 0 (comme Im est engendre´ par ses
sections, c’est possible). On a h0(Im′) ≥ nIm′ + l.
De plus, tout sous-fibre´ de Im′ est un sous-faisceau de E et donc de pente
< µ(E) < 2. On est donc dans les conditions de la proposition A-2, il en re´sulte
que:
h0(Im′) ≤ nIm′ +
1
g
(dIm′ − nIm′)
Comme h0(Im′) ≥ nIm′ + l, on obtient
nIm′ + l ≤ nIm′ +
1
g
(dIm′ − nIm′)
dont on de´duit sans difficulte´
µ(Im′) ≥ 1 +
gl
nIm′
≥ 1 +
gl
nE
= µ(E)
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et ceci contredit la stabilite´ de E. Donc E est engendre´ par ses sections. Pour
E semi-stable, on de´duit nIm′ = n, donc dIm′ = d, d’ou` Im
′ ≃ E.
Il reste a` montrer que le fibre´ F = D(E) tel que
0→ F ∗ → O⊗H0(E)→ E → 0
est un fibre´ stable.
On montre tout d’abord que h0(F ) = n + l: d’apre`s le lemme A-6 on sait que
h1(F ) = h0(E ⊗ E∗K) = 0 et donc h
0(F ) = d− l(g − 1) = n+ l.
Supposons maintenant que F n’est pas stable. On a alors une suite exacte
0−−−−→N−−−−→F−−−−→M−−−−→0
telle que N est semi-stable et dN
nN
= µ(N) ≥ µ(F ) = d
l
> 2g. N est engendre´
par ses sections et h1(N) = 0. On en de´duit que
H0(F ) ≃ H0(N)⊕ H0(M)
et donc un diagramme commutatif
0 0 0
↓ ↓ ↓
0 −→ G∗ −→ O ⊗H0(N) −→ N −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ E∗ −→ O ⊗ H0(F ) −→ F −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ H∗ −→ O ⊗ H0(M) −→ M −→ 0
↓ ↓ ↓
0 0 0
avecH∗ etG∗ les noyaux des morphismes d’e´valuation. Le rang de G, nG, ve´rifie
nG = h
0(N)−nN . Mais on a vu que h
1(N) = 0, donc h0(N) = dN −nN (g−1).
Il en de´coule que nG = dN − gnN .
Comme E est stable, on doit avoir µ(G) > µ(E), ce qui s’e´crit
dN
dN − gnN
>
d
n
Or n = d− lg, l’ine´galite´ pre´ce´dente est e´quivalente a`
1 +
gnN
dN − nNg
> 1 +
gl
d− lg
⇔
nN
dN − nNg
>
l
d− lg
⇔
dnN − ldN
(dN − nNg)(d− lg)
> 0⇔ dnN − ldN > 0
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ce qui contredit l’hypothe`se µ(N) = dN
nN
≥ d
l
. Donc F est stable.
Pour E semi-stable, on obtient dnN − ldN ≥ 0, mais l’hypothe`se de non-semi-
stabilite´ est dN
nN
> d
l
, ce qui est encore contradictoire.
Le the´ore`me B-1 est entie`rement de´montre´.
On a conside´re´ que les espaces Wn+ln,d e´taient re´duit. En fait, c’est le cas, car
on ve´rifie facilement (cf partie C) que le morphisme de Petri en tout point de
Wn+ln,d est injectif. ♦
C- Structure de Wk−1n,d pour
d
n
≤ 2
Nous pre´cisons la structure des espaces de Brill-Noether pour les fibre´s stables
de pente ≤ 2:
C-1 Proposition: Soit d et n deux entiers tels que d
n
≤ 2. Pour tout entier k,
si W k−1n,d est non-vide, alors toutes les composantes irre´ductibles de W
k−1
n,d sont
de dimension ρ(g, n, d, k− 1) ainsi que
SingW k−1n,d =W
k
n,d
sauf dans le cas suivant: si la courbe est hyperelliptique, d = 2n = 2 et k = 2.
Dans ce cas W 11,2 = {L}, l’unique g
1
2 de la courbe.
De´monstration: Soit E un fibre´ stable de rang n, de degre´ d et de pente
µ(E) ≤ 2. On suppose que si la courbe est hyperelliptique alors E 6≃ L, l’unique
g12 de la courbe. Il faut montrer que le morphisme de Petri
p : H0(E)⊗H0(E∗ ⊗K)→ H0(E ⊗E∗ ⊗K)
est injectif.
On a une suite exacte
0−−−−→D(E)∗−−−−→H0(E)⊗O−−−−→E−−−−→N−−−−→0
ou` N est le faisceau conoyau. On tensorise cette suite exacte par E∗ ⊗K
0−−−−→D(E)∗ ⊗ E∗ ⊗K−−−−→H0(E)⊗ E∗ ⊗K
−−−−→E ⊗E∗ ⊗K−−−−→N ⊗ E∗ ⊗K−−−−→0
et en globalisant on obtient que le noyau du morphisme de Petri est isomorphe
a` H0(D(E)∗ ⊗ E∗ ⊗ K), ou encore d’apre`s le the´ore`me de dualite´ de Serre, a`
H1(E ⊗ D(E))∗. On veut donc montrer que h1(E ⊗ D(E)) = 0. Si E ≃ EK ,
c’est clair. Supposons maintenant que E 6≃ EK .
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Pour terminer la de´monstration de la proposition, on montre que le gradue´ de
D(E) n’est constitue´ que de fibre´s semi-stables de pente ≥ 2g; c’est ce que fait
le lemme ci-dessous. ♦
C-2 Lemme: Soit E un fibre´ stable de pente µ(E) ≤ 2. Le gradue´ de D(E)
contient un fibre´ de pente < 2g si et seulement si l’on est dans l’un des cas
suivant:
- E ≃ EK (la courbe est non-hyperelliptique);
- E ≃ L et la courbe est hyperelliptique de g12 L.
De´monstration du lemme: on suppose que E 6≃ EK (C non-hyperelliptique)
et E 6≃ L (C hyperelliptique). Soit Im, le faisceau image du morphisme
d’e´valuation de E. On peut e´crire Im ≃ Im′ ⊕ Oa, avec h0(Im′∗) = 0. On a
alors D(E) ≃ D(Im′) et donc une suite exacte
0−−−−→D(E)∗−−−−→H0(Im′)⊗O−−−−→Im′−−−−→0
que l’on dualise
0−−−−→Im′∗−−−−→H0(Im′)∗ ⊗O−−−−→D(E)−−−−→0 .
Cette dernie`re suite exacte s’imbrique dans un diagramme commutatif
0 0 0
↓ ↓ ↓
0 −→ Im′∗ −→ H0(Im′)∗ ⊗O −→ D(E) −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ D
(
D(E)
)∗
−→ H0(D(E))⊗O −→ D(E) −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ Ob −→ Ob −→ 0
↓ ↓
0 0
ou` Ob est le conoyau du morphisme H0(Im′)∗⊗O →֒ H0(D(E))⊗O. On dualise
la suite exacte verticale de gauche:
0−−−−→Ob−−−−→D
(
D(E)
)
−−−−→Im′−−−−→0
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Notons que Im′ est un sous-faisceau de E engendre´ par ses sections tel que
h0(Im′∗) = 0. Donc soit le gradue´ de Im′ n’est compose´ que de fibre´s semi-
stables de pente strictement comprise entre 1 et 2 soit Im′ ≃ E. Dans les deux
cas tous les sous-faisceaux propres de Im′ sont de pente < 2. La suite exacte ci-
dessus montre qu’il en est de meˆme pour D
(
D(E)
)
. D’autre part la proposition
A-2 du chapitre 2 implique que D(E) ≃ D(Im′) est de pente ≥ 2g.
Supposons maintenant que dans le gradue´ de D(E), GradD(E) = ⊕1≤i≤pQi,
on ait des fibre´s Qj de pente < 2g. On note j0 le plus petit des j correspondant.
Comme le fibre´ D(E) est de pente ≥ 2g, j0 est supe´rieur ou e´gal a` 2. D(E)
s’inscrit dans une suite exacte
0−−−−→H−−−−→D(E)−−−−→G−−−−→0
ou` GradH = ⊕1≤i<j0Qi et GradG = ⊕j0≤i≤pQi. Le fibre´ H est engendre´ par
ses sections et h1(H) = 0, on obtient alors un isomorphisme
H0(D(E)) ≃ H0(H)⊕H0(G)
et donc un diagramme commutatif
0 0 0
↓ ↓ ↓
0 −→ D(H)∗ −→ H0(H)⊗O −→ H −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ D
(
D(E)
)∗
−→ H0(D(E))⊗O −→ D(E) −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ D(G)∗ −→ H0(G)⊗O −→ G −→ 0
↓ ↓ ↓
0 0 0
dont on de´duit que D(G) est un sous-fibre´ propre de D
(
D(E)
)
. Le the´ore`me
de Clifford implique que
h0(G) ≤ nG +
dG
2
et donc que
µ(D(G)) ≥ dG/
dG
2
= 2 ,
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mais tous les sous-faisceaux propres de D
(
D(E)
)
sont de pente < 2. Ce qui
termine la de´monstration du lemme. ♦
C-3 Remarque: On devrait en fait pouvoir prouver que si ces espaces de
Brill-Noether sont non-vides, alors ils sont irre´ductibles.
Chapitre 3: Fibre´s vectoriels de pente < 2
Nous avons vu que au-dessus de la droite ∆, il n’existe pas de fibre´s stables
de pente < 2 (Chap. 2 the´ore`me A-1). De plus, pour une pente 1 < µ < 2,
un fibre´ stable correspondant a` un point sur la droite ∆ est de rang n et de
degre´ d = n + gl et posse`de n + l sections, pour un entier l. Le the´ore`me B-1
du Chap.2 montre qu’il existe de tels fibre´s. Il est maintenant naturel de se
poser le proble`me de l’existence pour des fibre´s stables de rang n et de degre´
d = n+ gl+ l′ avec 0 < l′ < g posse´dant k sections globales inde´pendantes. Ces
fibre´s ont en fait au plus n + l sections. Nous proce´derons en deux e´tapes: on
traite d’abord le cas ou` l = 0, c’est-a`-dire d < n + g (partie A), puis le cas ou`
l > 0 (partie B). On aura ainsi traite´ tous les cas possibles pour 1 < µ < 2.
A- Fibre´s vectoriels avec peu de sections.
Dans cette partie, on conside`re que d < n + g et 1 < d
n
< 2. On montre alors
qu’il existe des fibre´s stables de rang n, de degre´ d posse´dant n sections globales
et on donne une description des espaces de Brill-Noether associe´s:
A-1 The´rore`me: Si n, d et k ve´rifient n < d < n + g, d
n
< 2 et k ≤ n, alors
W k−1n,d est irre´ductible de la bonne dimension et le lieu des singularite´s est celui
attendu. De plus, W k−1n,d est dense dans W˜
k−1
n,d .
De´monstration: La de´monstration reprend exactement les meˆmes arguments
que ceux donne´s dans [B-G-N]. On va montrer que si E est un fibre´ semi-
stable de rang n et de degre´ d, n et d comme ci-dessus et si h0(E) = k, alors on
a une suite exacte de faisceaux:
0 −→ Ok −→ E −→ S −→ 0
ou` S peut avoir de la torsion. Ensuite, le proble`me se rame`ne a` compter ces
extensions. Le lemme ci-dessous montre l’existence de telles suites exactes:
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A-2 Lemme: Soit E un fibre´ vectoriel semi-stable de rang n, de degre´ d tel que
d < n + g et d
n
< 2. Soit V ⊂ H0(E), un espace vectoriel de sections globales.
Alors on a un morphisme injectif de faisceaux:
V ⊗O →֒ E
De´monstration du lemme: C’est une conse´quence direct du the´ore`me A-1 du
chapitre 2. En effet, si M , le faisceau image du morphisme V ⊗ O → E, n’est
pas le faisceau trivial, alors il admet un sous-faisceau M ′ tel que h0(M ′∗) = 0
et comme M ′ est un sous-faisceau de E, on a µ(M ′) = d
′
n′
< 2. Le the´ore`me
A-1 du chap. 1 dit alors que
h0(M ′) ≤ n′ +
1
g
(d′ − n′)
Par hypothe`se h0(M ′) > n′, donc 1
g
(d′ − n′) ≥ 1, mais alors d
′
n′
≥ 1 + g
n′
et
ceci contredit la semi-stabilite´ de E: µ(M ′) ≥ 1 + g
n′
≥ 1 + g
n
> µ(E). Ce qui
termine la de´monstration du lemme. ♦
Notons que si S est un faisceau cohe´rent, comme on est sur une courbe, S peut
s’e´crire S ≃ G ⊕ T ou` G est un fibre´ vectoriel et T est un faisceau de torsion
(c’est le the´ore`me de de´composition d’un module de type fini au-dessus d’un
ide´al principal).
On va donc e´tudier les extensions
0 −→ Ok −→ E −→ G⊕ T −→ 0
ou`:
- E est un fibre´ stable de rang n et de degre´ d.
- G est un fibre´ vectoriel avec h0(G∗) = 0 car G est un quotient de E.
- T est un faisceau de points de degre´ δ.
Ces extensions sont parame´tre´es par Ext1(G⊕ T,Ok) ≃ k.Ext1(G⊕ T,O).
Pour calculer la dimension de Ext1(G⊕ T,O), on utilise la dualite´ de Serre
Ext1(G⊕ T,O) ≃ H0
(
(G⊕ T )⊗K)∗ ≃ H1(G∗)⊕ H0(T )∗
Comme par hypothe`se h0(G∗) = 0, et que h0(T ) = δ, on en de´duit que
dimExt1(G⊕ T,O) = d+ (n− k)(g − 1) .
Donc ces extensions sont parame´tre´es par des k-uplets (e1, · · · , ek), ei ∈
Ext1(G ⊕ T,O) et deux de ces extensions donnent deux fibre´s isomorphes si
les k-uplets correspondants sont dans la meˆme orbite par l’action naturelle du
groupe GL(k). On en de´duit que si (e1, · · · , ek) sont line´airement de´pendants,
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on peut supposer que ek = 0, mais alors O est un facteur direct de E, ce qui
contredit la stabilite´ de E. On remarque que (e1, · · · , ek) sont ne´cessairement
de´pendants si k > d+ (n − k)(g − 1) ou encore si n > d+ (n− k)g. Ce qui ne
peut arriver que si n > d, c.-a`-d. si µ < 1, cas traite´ dans [B-G-N].
Les extensions telles que E n’admettent pas O comme quotient, sont donc
classifie´es par la grassmanienne des sous-espaces vectoriels de dimension k de
Ext1(G⊕ T,O). On a:
dim
(
Grassk
(
Ext1(G⊕ T,O)
))
= k(d+ (n− k)g − n) .
Nous utiliserons cette grassmanienne pour la question de l’existence, mais
pour le calcul de dimension, il faut diminuer le nombre de parame`tres dont
de´pendent ces extensions. Il est alors ne´cessaire de pre´ciser l’action du groupe
Aut(Ok)× Aut(G⊕ T ) sur Ext1(G⊕ T,Ok):
Soit
0 −→ Ok −→ E −→ G⊕ T −→ 0
une extension avec E stable. Alors le stabilisateur de cette action en ce point
est l’ensemble {(λIdOk , 1/λIdG⊕T ) | λ ∈ C}, donc il est de dimension 1.
En effet, soit (l, h) ∈ Aut(Ok)× Aut(G⊕ T ). L’action de (l, h) sur l’extension
0 −→ Ok
i
−−−−→E
j
−−−−→G⊕ T −→ 0
donne l’extension
0 −→ Ok
i◦l
−−−−→E
j◦h
−−−−→G⊕ T −→ 0 .
Ces deux extensions repre´sentent le meˆme e´le´ment dans Ext1(G ⊕ T,Ok) si et
seulement si il existe un diagramme commutatif:
0 −→ Ok
i
−−−−→ E
j
−−−−→ G⊕ T −→ 0
‖ ≀
y ϕ ‖
0 −→ Ok
i◦l
−−−−→ E
j◦h
−−−−→ G⊕ T −→ 0
ϕ e´tant un automorphisme de E, donc ϕ = λIdE par hypothe`se. Au niveau des
fibres en un point x, on obtient le diagramme commutatif de Ox-modules:
0 −→ Okx
ix−−−−→ Ex
jx
−−−−→ Gx ⊕ Tx −→ 0
‖ ≀
y λ.Idx ‖
0 −→ Okx
ix◦lx−−−−→ Ex
jx◦hx
−−−−→ Gx ⊕ Tx −→ 0
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et il est clair que lx = λIdOkx et que hx = 1/λId(G⊕T )x , d’ou` le re´sultat.
Donc si U est l’ouvert de Ext1(G ⊕ T,Ok) correspondant aux E stables, la
proprie´te´ universelle de la varie´te´ de modules Un,d implique l’existence d’un
morphisme
U−−−−→Un,d
dont les fibres sont de dimension supe´rieure a`
dim AutOk + dim Aut (G⊕ T )− 1 .
Pour G et T fixe´s, on en de´duit que l’image de ce morphisme de´pend de au plus
χ = k(d+ (n− k)g − n)− dimAut(G⊕ T ) + 1
parame`tres, si elle est non vide. On va minorer dimAut(G⊕ T ) = m:
- Si T = 0, dim Hom(G,G) ≥ 1, donc m ≥ 1 et χ ≤ k(d+ (n− k)g − n)
- Si T,G 6= 0, on a: Hom(T,G)=0, dim Hom(G,G) ≥ 1, dim Hom(G, T ) =
δ(n − k) et les automorphismes de T sont re´duits aux homothe´thies en chaque
point, c.-a`-d. dim AutT ≥ nombre de points du support de T . Donc
m ≥ δ(n− k) + 2 et χ ≤ k(d+ (n− k)g − n)− δ(n− k)− 1
- Si G = 0, alors k = n et m ≥ nombre de points du support de T , et donc
χ ≤ n(d− n)−m+ 1.
On peut alors montrer que l’espace de Brill-Noether, W k−1n,d , est irre´ductible, de
la bonne dimension avec un bon lieu de singularite´ s’il est non vide.
En effet, le lemme A-2 montre que tout fibre´ stable E posse´dant k sections
globales inde´pendantes s’e´crit comme une extension
0 −→ Ok −→ E −→ G⊕ T −→ 0 .
Supposons k < n, c’est-a`-dire G 6= 0. Pour G et T fixe´s, ces extensions
de´pendent de au plus k(d+ (n − k)g − n) parame`tres,
(
k(d+ (n − k)g − n) −
δ(n − k) − 1 parame`tres si T 6= 0
)
, et comme H0(G∗) = 0 pour d, k et T fixe´s
l’ensemble des G conside´re´s forment une famille limite´e, cette famille de´pend de
au plus (n− k)2(g− 1) + 1 parame`tres (cf [B-G-N] lemme 4.1). Le choix de T
pour δ fixe´ rajoute δ parame`tres donc on obtient la majoration
dimW k−1n,d ≤ (n− k)
2(g − 1) + 1 + k(d+ (n− k)g − n)
≤ ρ(g, d, n, k− 1)
et on en de´duit que si W k−1n,d est non vide alors il est de la bonne dimension.
De plus on remarque que si T 6= 0, alors les extensions de´pendent de au
plus ρ(g, d, n, k − 1) − 1 parame`tres. Or on sait que toute composante
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irre´ductible deW k−1n,d est de dimension au moins ρ(g, d, n, k−1) donc toute com-
posante de W k−1n,d contient un sous-ensemble dense V contenant les extensions
0 −→ Ok −→ E −→ G −→ 0 .
Ces extensions sont parame´tre´es par une varie´te´ projective irre´ductible (cf
[N-R] proposition 2.6 ou [B-G-N]). L’ouvert de cette varie´te´ correspondant
aux fibre´s stables s’envoie surjectivement sur V ⊂ W k−1n,d . On en de´duit
l’irre´ductibilite´ de W k−1n,d . La proposition C-1 du Chap. 2 montre montre
l’assertion sur les points singuliers de W k−1n,d .
Si k = n, alors G = 0, δ = d et on peut fixer le nombre p de points du support
de T et le degre´ en chacun de ces points. Ces valeurs sont discre`tes. Alors,
d’apre`s les calculs pre´ce´dents, les suites exactes
0 −→ Ok −→ E −→ T −→ 0
de´pendent de au plus n(d − n) − p + 1 parame`tres et le choix de T ajoute p
parame`tres. On retrouve bien
dimWn−1n,d ≤ n(d− n) + 1 = ρ .
Pour l’irre´ductibilite´, les arguments sont encore les meˆmes: Quotd(n, C), la
varie´te´ parame´trisant les faisceaux de torsion de degre´ d quotient de On, est
irre´ductible (cf [Rego]); on en de´duit l’existence d’une varie´te´ irre´ductible qui
parame´trise toutes les extensions ci-dessus et l’ouvert correspondant aux fibre´s
stables s’envoie surjectivement sur Wn−1n,d . Et on termine avec la proposition C
du Chap. 2.
Pour l’existence, on adapte encore des ide´es qui se trouvent dans [BGN].
On e´tudie les extensions
0 −→ On −→ E −→ Θ −→ 0
ou`:
- Θ est un faisceau de torsion de degre´ d: par exemple Θ est de support d
points distincts.
- E est un fibre´ tel que O ne soit pas un facteur direct de E.
D’apre`s ce qui pre´ce`de, il existe de tels fibre´s et ces extensions sont parame´tre´es
par la grassmanienne
GrassnExt
1(Θ,O)
qui est une varie´te´ de dimension n(d− n) > 0.
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Si E est non stable, alors il existe un fibre´ stable F quotient de E tel que
µ(F ) ≤ µ(E). On obtient un diagramme commutatif
0 0 0
↓ ↓ ↓
0 −→ M ′ −→ F ′ −→ Θ′′ −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ On −→ E −→ Θ −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ M −→ F −→ Θ′ −→ 0
↓ ↓ ↓
0 0 0
ou` M est l’image de On → F , M ′ et F ′ sont les noyaux des morphismes
verticaux et Θ′ et Θ′′ sont des faisceaux de torsions de degre´ d′ et d− d′.
F e´tant stable et µ(F ) ≤ µ(E) = 1+ g
n
, le lemme A-2 implique que l’on a encore
un morphisme injectif
H0(F )⊗O →֒ F .
M est un sous-faisceau de F engendre´ par ses sections, on doit donc avoir
M ≃ Ol. Notons que F 6≃ O puisque O n’est pas un facteur direct de E.
Le diagramme devient:
0 0 0
↓ ↓ ↓
0 −→ On−l −→ F ′ −→ Θ′′ −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ On −→ E −→ Θ −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ Ol −→ F −→ Θ′ −→ 0
↓ ↓ ↓
0 0 0
Comme dans [BGN], on a un morphisme surjectif
Ext1(Θ,O)→ Ext1(Θ′′,O)
et l’existence de la suite exacte horizontale supe´rieure implique que l’image du
n-uplet (e1, · · · , en) ∈ Ext
1(Θ,O) repre´sentant l’extension
0−−−−→On−−−−→E−−−−→Θ−−−−→0
a pour image par ce morphisme un n-uplet dont au plus n − l e´le´ments
sont inde´pendants. Ceci de´termine une sous-varie´te´ Z de ⊕nExt1(Θ,O) de
codimension l(d− d′ − n+ l).
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Or, par hypothe`se, d > n et d
n
≥ d
′
l
. De plus, la suite exacte horizontale du
bas montre que F est un fibre´ stable de rang l posse´dant l sections globales
inde´pendantes donc que d′ > l (cf the´ore`me A-1 du Chap. 2). Donc,
d− d′ ≥ (
n
l
− 1)d′ = (n− l)
d′
l
> (n− l) .
On en de´duit que
codimZ ≥ l
Il existe donc des extensions
0−−−−→On−−−−→E−−−−→Θ−−−−→0
qui ne peuvent se comple´ter en un diagramme comme ci-dessus pour aucune
valeur de d′ et le fibre´ E correspondant est stable et posse`de n sections globales
inde´pendantes. Le the´ore`me A-1 est ainsi entie`rement de´montre´. ♦
B- Fibre´s vectoriels avec beaucoup de sections.
Ici, on conside`re que d = n + gl + l′, avec d
n
< 2, 0 < l′ < g et l > 0. L’ide´e
est de de´duire l’existence de fibre´s E, de rang n et de degre´ d, de l’existence de
fibre´s stables correspondant a` des points sur la droite ∆. Notons tout d’abord
que le the´ore`me A-1 du Chap. 2 implique que
h0(E) ≤ n+
1
g
(d− n)
et comme d = n+ gl+ l′, on en de´duit que h0(E) ≤ n+ l. On va donc chercher
des fibre´s stables E tel que h0(E) = n + l. On de´duira de l’existence de ces
fibre´s E le the´ore`me ci-dessous, qui termine l’e´tude des fibre´s vectoriels stables
de pente < 2:
B-1 The´ore`me: On suppose que d = n + gl + l′ ou` n, l, l′ sont des entiers
ve´rifiant d
n
< 2, 0 < l′ < g et l > 0. Alors Wn+l−1n,d est non vide.
De´monstration: Le the´ore`me B-1 du Chap. 2 donne l’existence de fibre´s stables
E′ de rang m = n + l′ et de degre´ d = n + gl + l′ tel que E′ s’inscrit dans une
suite exacte
0−−−−→D(E′)∗−−−−→Om+l−−−−→E′−−−−→0
avec D(E′) stable.
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On va en fait chercher les fibre´s E comme des quotients de E′ (l′ < n):
0−−−−→Ol
′
−−−−→E′−−−−→E−−−−→0
Il est clair que si E est stable, alors E ve´rifie toutes les proprie´te´s voulues.
Nous utiliserons la terminologie suivante: nous avons montre´ que l’on a un
isomorphisme entre Wm+l−1m,m+gl et Ul,m+gl. Cet isomorphisme e´tant de´fini, avec
les notations ci-dessus, par E′ 7→ D(E′). On dira que E′ est ge´ne´rique dans
Wm+l−1m,m+gl si D(E
′) est ge´ne´rique dans le sens habituel dans Ul,m+gl.
Soit une extension
0−−−−→Ol
′
−−−−→E′−−−−→E−−−−→0 ,
et supposons que E n’est pas stable. Soit G un fibre´ quotient stable de pente
minimale:
0−−−−→H−−−−→E−−−−→G−−−−→0 .
Le fibre´ G est stable de pente µ(G) = dG
nG
≤ µ(E) = n+gl+l
′
n
= 1 + gl+l
′
n
< 2.
Le the´ore`me A-1 du Chap. 2 implique que
h0(G) ≤ nG +
1
g
(dG − nG) .
En posant h0(G) = nG + lG, on obtient
µ(G) ≥ 1 +
glG
nG
.
Et comme µ(G) ≤ µ(E) = 1 + gl+l
′
n
, on en de´duit que lG ≤ l (on a l
′ < g).
Expliciter directement sur E le fait que E ne soit pas stable semble fort complexe
et ne pas aboutir. L’ide´e est d’e´tudier les conse´quences de E non stable sur les
fibre´s E′ dont nous avons une bonne description. C’est ce que nous permet
de faire le diagramme commutatif ci-dessous obtenu a` partir des deux suites
exactes pre´ce´dentes:
0 0 0
↓ ↓ ↓
0 −→ 0 −→ 0 −→ H
↓ ↓ ↓
0 −→ Ol
′
−→ E′ −→ E −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ Q −→ E′ −→ G −→ 0
↓ ↓ ↓
H −→ 0 0
↓
0
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Diagramme 1
ou` Q est le noyau du morphisme E′ → G et l’apparition du fibre´ H en bas a`
gauche est donne´e par le lemme d’alge`bre appele´ ”Le diagramme du serpent”
(cf [Pe]). Q est de pente µ(Q) =
dQ
nQ
.
Pour de´montrer l’existence de fibre´s stables E comme annonce´s, nous allons
d’abord e´tudier les fibre´s Q, ensuite les compter dans le cas l′ = 1. On obtiendra
que l’on n’a pas assez de fibre´s Q pour ”englober” toutes les sections de E′. Puis
on fait une re´currence sur l′.
E´tude des fibre´s Q: L’objet essentiel de cette e´tude est de montrer que Q
est ge´ne´riquement engendre´ par ses sections. En fait on ne pourra le montrer
directement. On donne ici tous les e´le´ments ne´cessaires et il nous faudra
reprendre cette e´tude quand on aura pose´ les hypothe`ses de la re´currence. On
note h0(Q) = nQ + lQ. Comme lG ≤ l, on en de´duit que lQ ≥ 0. Q a donc au
moins nQ sections.
Tout d’abord montrons que h0(Q∗) = l′Q < l
′: en effet, le fibre´ H a, par
hypothe`se, une filtration de Harder-Narasimhan (cf partie A du Chap. 1) dont
les quotients sont tous de pente ≥ µ(G) > 0. Donc h0(H∗) = 0. Dans le
diagramme 1, le dual de la suite exacte verticale de gauche
0−−−−→H∗−−−−→Q∗−−−−→Ol
′
−−−−→0
montre que h0(Q∗) ≤ l′. L’existence de l′Q sections se traduit par un morphisme
Ol
′
Q → Q∗. Le sche´ma ci-dessous
Ol
′
Q
↓
0 −→ H∗ −→ Q∗ −→ Ol
′
−→ 0
montre alors que Ol
′
Q →֒ Ol
′
, puisque h0(H∗) = 0 et donc que Q admet
Ol
′
Q en facteur direct. On note Q ≃ Ol
′
Q ⊕ Q′. Si h0(Q∗) = l′ alors on
obtient Q ≃ Ol
′
⊕ H. Or Q est un sous-fibre´ de E′ stable et par hypothe`se
µ(H) ≥ µ(E) > µ(E′). H ne peut donc pas eˆtre un sous-fibre´ de E′ et on a
bien h0(Q∗) < l′.
On a deux suites exactes
0−−−−→Q′−−−−→Q−−−−→Ol
′
Q−−−−→0
et
0−−−−→Q−−−−→E′−−−−→G−−−−→0
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qui s’imbriquent dans un diagramme commutatif
0 0 0
↓ ↓ ↓
0 −→ 0 −→ 0 −→ Ol
′
Q
↓ ↓ ↓
0 −→ Q′ −→ E′ −→ G′ −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ Q −→ E′ −→ G −→ 0
↓ ↓ ↓
Ol
′
Q −→ 0 0
↓
0
Le fibre´ G′ e´tant le conoyau du morphisme Q′ → E′. G′ est un quotient de E′,
donc h0(G′∗) = 0. De plus, la suite exacte verticale de droite montre que le
sous-fibre´ maximal de G′ est de pente ≤ µ(G) < 2. D’apre`s la proposition A-2
du Chap. 1, on obtient
h0(G′) ≤ nG′ +
1
g
(dG′ − nG′) .
On a la meˆme ine´galite´ pour Q′ puisque par construction h0(Q′∗) = 0 et que
Q′ est un sous-fibre´ de E′:
h0(Q′) ≤ nQ′ +
1
g
(dQ′ − nQ′) .
Dans le diagramme ci-dessus, la suite exacte horizontale du milieu
0−−−−→Q′−−−−→E′−−−−→G′−−−−→0
montre que
h0(E′) ≤ h0(G′) + h0(Q′) ≤ nG′ +
1
g
(dG′ − nG′) + nQ′ +
1
g
(dQ′ − nQ′) .
Comme, par hypothe`se, h0(E′) = m+ 1
g
(d−m) (rappelons que rgE′ = n+ l′ =
m), m = nQ′ + nG′ et d = dQ′ + dG′ , l’ine´galite´ ci-dessus implique que
h0(Q′) = nQ′ +
1
g
(dQ′ − nQ′)
et que
h0(G′) = nG′ +
1
g
(dG′ − nG′) .
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Les fibre´s G′ et Q′ correspondent a` des points sur la droite ∆. Comme
h0(Q′) + l′Q = h
0(Q) et dQ′ = dQ, on en de´duit que h
0(Q′) = nQ′ + lQ et
que dQ = nQ − l
′
Q + glQ. De la meˆme fac¸on, on obtient h
0(G′) = nG′ + lG et
dG = nG + glG + l
′
Q.
Nous allons proce`der de la fac¸on suivante: on va donner Γ une majoration du
nombre de parame`tres dont de´pendent les fibre´s Q. Chacun de ces fibre´s Q a
nQ + lQ sections globales et donc de´finit dans Grassl′
(
H0(E′)
)
un sous-espace
de dimension l′(nQ+ lQ− l
′), la dimension de la grassmanienne Grassl′
(
H0(Q)
)
.
Le sous-espace de Grassl′
(
H0(E′)
)
de´fini par tous les fibre´s Q de´pend alors de
au plus
Γ + l′(nQ + lQ − l
′)
parame`tres.
Or, la grassmanienne Grassl′
(
H0(E′)
)
est de dimension l′(nQ + nG + l − l
′),
donc si l’on montre que
l′(nQ + nG + l − l
′) > Γ + l′(nQ + lQ − l
′) ,
alors il existe des sous-espaces Ol
′
⊂ H0(E′) qui ne s’injectent pas dans un fibre´
Q comme ci-dessus et donc le conoyau de l’injectionOl
′
→֒ E′ est ge´ne´riquement
un fibre´ stable, ce que nous voudrions. Comme l = lQ+ lG, l’ine´galite´ ci-dessus
se simplifie:
l′(nG + lG) > Γ (∗)
Il faut donc trouver une bonne majoration Γ du nombre de parame`tres dont
de´pendent les fibre´s Q. Pour cela nous aurons besoin du fait que Q est
ge´ne´riquement engendre´ par ses sections.
Si l′ = 1, la premie`re e´tape de la re´currence, alors h0(Q∗) < l′ donne h0(Q∗) = 0
et donc Q = Q′ et G = G′ et
- dQ = nQ + glQ; dG = nG + glG.
- h0(Q) = nQ + lQ; h
0(G) = nG + lG.
De plus, dans ce cas, Q s’inscrit dans une suite exacte (cf diagramme 1)
0−−−−→O−−−−→Q−−−−→H−−−−→0
ou` H contredit la stabilite´ de E, c’est-a`-dire µ(H) ≥ µ(E) > µ(E′). Ceci
implique que µ(H) =
dQ
nQ−1
= 1 +
glQ+1
nQ−1
> µ(E′).
Soit F , le sous-faisceau de Q engendre´ par ses sections. On a h0(F) = nQ+ lQ.
Si le rang de F est strictement infe´rieur a` nQ, on de´duit de la proposition A-2
du Chap. 2 que F a un sous-faisceau F ′ de pente ≥ 1+
g(lQ+1)
rgF . F
′ serait alors
un sous-faisceau de E′ stable de pente ≥ 1 +
g(lQ+1)
rgF > µ(H) > µ(E
′), ce qui
est absurde. Donc F est de rang nQ. On obtient bien que Q est ge´ne´riquement
engendre´ par ses sections.
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Pour e´viter de faire deux fois les meˆmes calculs, on va supposer que pour l′ < g
quelconque et pour E′ etOl
′
assez ge´ne´raux, alorsQ est ge´ne´riquement engendre´
par ses sections (ceci sera montre´ avec la re´currence).
On suppose donc que le morphisme d’e´valuation de Q s’inscrit dans une suite
exacte
0−−−−→D(Q)∗−−−−→H0(Q)⊗O−−−−→Q−−−−→Θ−−−−→O
ou` Θ est le faisceau de torsion conoyau. On note dΘ son degre´.
On obtient alors un diagramme commutatif:
0 0 0
↓ ↓ ↓
0 −→ D(Q)∗ −→ D(E′)∗ −→ D(G)∗
↓ ↓ ↓
0 −→ H0(Q)⊗O −→ H0(E′)⊗O −→ H0(G)⊗O −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ Q −→ E′ −→ G −→ 0
↓ ↓ ↓
Θ −→ 0 0
↓
0
Diagramme 2
Conside`rons la suite exacte du ”diagramme du serpent”
0−−−−→D(Q)∗−−−−→D(E′)∗−−−−→D(G)∗−−−−→Θ−−−−→0
que l’on dualise
0−−−−→D(G)−−−−→D(E′)−−−−→D(Q)⊕Θ−−−−→0 ,
et H0(G)∗ est un sous-espace vectoriel de H0(D(G)) de dimension nG + lG.
Par construction, on a nD(G) = lG, nD(E′) = l, nD(Q) = lQ et:
- dD(G) = dG = nG + glG + l
′
Q
- dD(Q) = nQ + glQ − l
′
Q − dΘ
De plus D(G) est engendre´ par ses sections et h1(D(G)) = 0 (cf lemme C-
2 du Chap. 2). Maintenant soit F et F ′ deux fibre´s tels que nF = nD(G),
nF ′ = nD(Q), et dF = dD(G), nF ′ = nD(Q), et F est engendre´ par ses sections,
et h1(F ) = 0. Supposons que l’on ait une suite exacte
0−−−−→F−−−−→D(E′)−−−−→F ′ ⊕Θ−−−−→0 .
Soit un sous-espace vectoriel V de H0(F ) de dimension nG + lG qui engendre
F . En posant
G ≃
(
ev : V ⊗O−−−−→F
)∗
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et
Q ≃ Ker
(
E′−−−−→G
)
on re´obtient une suite exacte
0−−−−→Q−−−−→E′−−−−→G−−−−→0 .
Les suites exactes
0−−−−→Q−−−−→E′−−−−→G−−−−→0
sont donc en correspondance bijective avec les suites exactes
0−−−−→F−−−−→D(E′)−−−−→F ′ ⊕Θ−−−−→0
munies d’un sous-espace V ⊂ H0(F ) comme ci-dessus. Pour F fixe´, le choix
de V est classifie´ par la grassmanienne GrassnG+lG
(
H0(F )
)
et donc de´pend de
l′Q(nG + lG) parame`tres (car h
0(F ) = nG + lG + l
′
Q). Il nous reste a` compter le
nombre Γ1 de parame`tres dont de´pendent les extensions
0−−−−→F−−−−→D(E′)−−−−→F ′ ⊕Θ−−−−→0
pour D(E′) fixe´ et on pourra poser
Γ = Γ1 + l
′
Q(nG + lG) .
Pour calculer Γ1, on suppose d’abord que D(E
′) varie dans Ul,d. Les familles
des F et des F ′ sont limite´es. Le choix du fibre´ F de´pend de l2G(g − 1) + 1
parame`tres; le choix du fibre´ F ′ de´pend de l2Q(g− 1) + 1 parame`tres et le choix
de Θ de´pend de nΘ parame`tres, le nombre de points du support de Θ. Pour F
et F ′ fixe´s les extensions
0−−−−→F−−−−→D(E′)−−−−→F ′ ⊕Θ−−−−→0
sont parame´tre´es par Ext1(F ′ ⊕ Θ, F ) = H1(F ′∗ ⊗ F ) ⊕ Ext1(Θ, F ); D(E′)
devant eˆtre stable, on a h0(F ′∗ ⊗ F ) = 0.
Le the´ore`me de Riemann-Roch implique alors que
h1(F ′∗ ⊗ F ) = lG(nQ+glQ−l
′
Q−dΘ)−lQ(nG+glG+l
′
Q+dΘ)+lQlG(g−1)
= lGnQ − lQnG + lQlG(g − 1)− l(dΘ + l
′
Q)
De plus dim
(
Ext1(Θ, F )
)
= lGdΘ. Donc, en conside`rant l’action de Aut(Θ) sur
ces extensions (dim
(
Aut(Θ)
)
≥ nΘ), on en de´duit que le nombre de parame`tres
dont de´pendent les extensions ci-dessus pour D(E′), F , F ′ et Θ variants (mais
les rangs et les degre´s sont fixe´s) est donc infe´rieur ou e´gal a`
l2G(g−1)+1+ l
2
Q(g−1)+1+ lGnQ− lQnG+ lQlG(g−1)− (l− lG)dΘ− ll
′
Q−1 ;
35
apre`s simplification et avec l = lG+ lQ, l’expression ci-dessus est encore e´gale a`
l2(g − 1) + 1 + lGnQ − lQnG − lQlG(g − 1)− lQdΘ − ll
′
Q .
Or D(E′) de´pend de l2(g−1)+1 parame`tres, donc pourD(E′) fixe´ assez ge´ne´ral,
les suites exactes comme ci-dessus doivent de´pendre de au plus
lGnQ − lQnG − lQlG(g − 1)− lQdΘ − ll
′
Q
parame`tres et l’on posera en fait
Γ1 = lGnQ − lQnG − lQlG(g − 1)− ll
′
Q .
L’ine´galite´ (∗) que l’on veut de´montrer s’e´crit
l′(nG + lG) > lGnQ − lQnG − lQlG(g − 1)− ll
′
Q + l
′
Q(nG + lG)
ou encore
(l′ − l′Q)nG > lGnQ − lQnG − lQlG(g − 1)− l
′
QlQ − l
′lG .
Or, µ(H) =
dQ
nQ−l′
=
nQ+glQ−l
′
Q
nQ−l′
≥ 1 +
glG+l
′
Q
nG
= µ(G) implique que
nG(l
′ + glQ − l
′
Q) ≥ nQ(glG + l
′
Q)− l
′(glG + l
′
Q)
donc que
lGnQ − lQnG ≤
1
g
[(l′ − l′Q)nG − l
′
QnQ] + l
′lG +
l′l′Q
g
,
et il nous suffira de prouver
g − 1
g
[(l′ − l′Q)nG] > −
l′Q
g
nQ + l
′lG +
l′l′Q
g
− lQlG(g − 1)− l
′
QlQ − l
′lG .
Mais on a nG > glG (cf The´ore`me A-1 du Chap. 2), l
′
Q < l
′ < g et lG > 0 (car
G engendre´ par ses sections), donc
g − 1
g
[(l′ − l′Q)nG] > l
′lG
ainsi que
l′l′Q
g
− l′lG < 0
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ce qui montre que l’ine´galite´ (∗) est toujours vraie.
On vient donc de montrer que si le fibre´ Q est ge´ne´riquement engendre´ par ses
sections pour ”Q assez ge´ne´ral”, alors ge´ne´riquement un sous-espace de sections
Ol
′
∈ Grassl′
(
H0(E′)
)
ne s’envoie dans aucun fibre´ Q comme ci-dessus et donc
le conoyau E de l’injection serait stable.
Pour l′ = 1, on a fini.
La re´currence: L’hypothe`se de re´currence est: Soit E′ un fibre´ ge´ne´rique
comme ci-dessus et soit Ol
′−1 ⊂ H0(E′) un sous-espace vectoriel de dimension
l′ − 1 ge´ne´rique dans la grassmanienne, Grassl′−1
(
H0(E′)
)
, des sous-espaces
vectoriels de dimension l′ − 1 dans H0(E′). Alors, le conoyau E
0−−−−→Ol
′−1−−−−→E′−−−−→E−−−−→0
est stable.
Maintenant, soit Ol
′
⊂ H0(E′) un sous-espace vectoriel de dimension l′
ge´ne´rique dans la grassmanienne, Grassl′
(
H0(E′)
)
, des sous-espaces vectoriels
de dimension l′ dans H0(E′). On veut montrer que le conoyau E
0−−−−→Ol
′
−−−−→E′−−−−→E−−−−→0
est stable.
On a vu que la non-stabilite´ de E impliquait l’existence d’une suite exacte
0−−−−→H−−−−→E−−−−→G−−−−→0
ou` G est stable de pente ≤ µ(E) et donne, par le Diagramme 1, une suite exacte
0−−−−→Q−−−−→E′−−−−→G−−−−→0
D’apre`s ce qui pre´ce`de, il nous reste a` montrer que si E′ et Ol
′
sont assez
ge´ne´raux, alors Q est ge´ne´riquement engendre´ par ses sections
On peut supposer que ge´ne´riquement un sous-espace de sections Ol
′−1 ⊂ Ol
′
ve´rifie: le conoyau R
0−−−−→Ol
′−1−−−−→E′−−−−→R−−−−→0
est stable.
Cette suite exacte se place dans un diagramme commutatif
0
↓
0 0 −→ O
↓ ↓ ↓
0 −→ Ol
′−1 −→ E′ −→ R −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ Ol
′
−→ E′ −→ E −→ 0
↓ ↓ ↓
O −→ 0 0
↓
0
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dont on retient la suite exacte
0−−−−→O−−−−→R−−−−→E−−−−→0
qui, avec la suite exacte en E, G etH, donne un nouveau diagramme commutatif
0
↓
0 0 −→ H
↓ ↓ ↓
0 −→ O −→ R −→ E −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ Q0 −→ R −→ G −→ 0
↓ ↓ ↓
H −→ 0 0
↓
0
Diagramme 3
ou` Q0 est le noyau du morphisme R→ G
Comme µ(H) ≥ µ(E) > µ(R), on en de´duit que h0(Q∗0) = 0 (sinon, H serait
un sous-fibre´ de R stable). On a encore un dernier diagramme
0
↓
0 0 −→ Q0
↓ ↓ ↓
0 −→ Ol
′−1 −→ E′ −→ R −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→ Q −→ E′ −→ G −→ 0
↓ ↓ ↓
Q0 −→ 0 0
↓
0
dont on retient la suite exacte
0−−−−→Ol
′−1−−−−→Q−−−−→Q0−−−−→0 .
On en de´duit que µ(Q0) = 1 +
glQ+l
′−l′Q−1
nQ0
. Comme h0(Q∗0) = 0 et que Q0 est
un sous-fibre´ de R stable de pente < 2, la proposition A-2 du chap. 1 implique
que h0(Q0) = nQ0 + lQ. Toutes les sections de Q0 remontent donc a` Q. On va
montrer que Q0 est ge´ne´riquement engendre´ par ses sections et ce sera fini.
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C’est la suite exacte donne´e par le diagramme 3:
0−−−−→O−−−−→Q0−−−−→H−−−−→0
qui nous permet de conclure: d’apre`s ce qui pre´ce`de, on a µ(H) = 1+
glQ+l
′−l′Q
nH
.
et comme H contredit la stabilite´ de E, on a aussi par hypothe`se µ(H) > µ(R).
Comme dans le cas l′ = 1, on en de´duit que Q0 est ge´ne´riquement engendre´ par
ses sections (sinon Q0 contient un sous-faisceau de pente ≥ 1 +
g(lQ+1)
nH
et ceci
contredit la stabilite´ de R).
La de´monstration du the´ore`me est donc termine´e. ♦
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